ECUACION DIFERENCIAL DE RICATTI

Una ecuacion diferencial de la forma

dy_ 5
E—P(x)yﬂ?(x)y + R(x)

recibe el nombre de ecuacidén diferencial de RICCATI. Esta ecuacion
diferencial no se puede resolver por los métodos convencionales, sin
embargo si se conoce una solucion particular y = ¢(x), el cambio de
variable y = ¢(x) + z transforma la ecuacion dada en una ecuacién que
se puede resolver con facilidad.

PRIMERA SOLUCION Llevar la ecuacion de RICATTI a una ecuacion
de BERNOULLI par luego resolverla. Esta transformacién se consigue
mediante la sustitucion.

Si y= @)+ z entonces Z—i’z o/ (x) + %, reemplazando en la ecuacion
de riccati, se tiene:

d
@@+ == P90+ 2)+ QI(p() + 2)2 + R (x)

Realizando operaciones

o/ (x) + Z—JZC = P()o(x) + P(x)z + Q) (9*(x) + 2¢(x)z +2* ) + R(x)

d
@/ (x) + é =P(x)p(x) + P(x)z + Q(x)p*(x) + 2Q(x)p(x)z + z*Q(x) + R(x)

Agrupando términos,
d
@/ (x) + d—i — P()@(x) — P(x)z — Q(x)9?(x) — 2Q(x)p(x)z — z*Q(x) — R(x) =0

dz

(/) = P@@(x) — Q()92(x) — R()) + (E — P(x)z — 2Q(x)9(x)z — zzQ(JC))
=0
Pero como ¢(x)es una solucion particular, se tiene que

(#/G) = PGP — @()9?*(®) = R@)) = 0

Luego, la ecuacion se reduce a:
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dz

dx P(x)z—2Q(x)p(x)z—2z?Q(x) =0

d
é — (P(x) = 2Q0(@)p(x))z = z2Q(x)

La cual corresponde a una ecuacién de Bernoulli,
EJEMPLO. Resolver la ecuacién diferencial.

y
/_2 2__=_22
y X X y

Reescribimos la ecuacidon como:

y/ —2x? —x7ly = —2y?
y!/ =2x% + x7 1y — 2y?
y! = x71y — 2y% + 2x?

La cual tiene la forma

dy_ 5
d—x—P(x)y+Q(x)y + R(x)

Donde P(x)= x7' ; Q(x) =—-2 ; R(x) = 2x?
Es facil comprobar que una solucidn de la ecuacién diferencial es y = x
Ya que y/ =1, con lo que
1=x"1x —2x? + 2x?
1=1-2x?%+ 2x?
1=1

Haciendo el cambio de variable, y =x+ u se tiene que ‘;—x =14+ —

De donde

du
1+ o =xYx+u)—2(x+u)?+2x?

du
1+ a=1+ x u— 2(x? + 2xu + u?) + 2x?
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du
1+ — =14 x u—2x%—4xu — 2u® + 2x?

dx
Z—Z = x tu — 4xu — 2u?
Z—Z = (x7 ' —4x)u —2u?
Z—l; — (x7! = 4x)u = —2u?
Z—: + (4x — x Hu = -2u?

du
dx

La cual tiene la forma —+ P(x)u = Q(x)u™ que corresponde a una ecuacion

diferencial de Bernoulli, con n = 2

Multiplicando por u=2 , se tiene que

u
U?2—+ dx— xHutlt=-2
dx

. _ . d _»d
Haciendo, w = u™! se tiene que d—: = —u Zd—z , reemplazando se llega a:

d

i (4x — x Hw = -2
dx
d
= (x7t— 4x)w =2
dx

La cual corresponde a una ecuacién lineal de la forma Z—‘;’+ P(x)w = Q(x)
donde P(x) = x71 — 4x Q(x) = 2.

Buscamos el factor integrante, para ello determinamos
.[P(x)dx = f(x"1 — 4x)dx = Lnx — 2x?

a2 —9a2 _

Con lo que: e/ P()dx — pLnx—2x% _ pLnx,-2x° — 5 p—2X

— _ 2 1 5,2 _ 2
el —P()dx — p-Lnx+2x? — ,Llnx™',2x% — 4, —1,2x

De donde la solucion general es de la forma.
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w = el ~P(dx ( C+ j Q(x)efp(x)dxdx)
w = x 1le2x* ( C + ije‘szdx)

1
2 2
w= x"1le?¥ (C— —e %X )
2
Recordamos que w = u™!
-1 -1 ,2x? 1 —2x2
u = x" e C — Ee

Peroy=x+u dedondey—x=u

1
(y—x)1= x—1p2x? ( C — _e—2x2>

2
1 — _eZXZ(C_le—ZXZ)
y —X X 2
X — 82x2<C— le—sz)
y—X 2
a =(Cezx2—1)
y—X 2
x —
Ce2x* — 1 BEG
2x _
Cer® —1 77
2x _
Cer®_1 7Y
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SEGUNDA SOLUCION. Llevar la ecuacion diferencial a una ecuacion
lineal.

. . . 1 s
Ahora, mediante el cambio de variable y = ¢@(x) + ~, la ecuacién de
riccati, se transforma en una ecuacion lineal.
. _ d _o d
Si y= (k) + z! entonces £= o/ (x) —z72 d—i, reemplazando en la
ecuacion de riccati, se tiene:

d
@) =27 == P90 + 271) + QW90 + 271 + R (x)

Realizando operaciones
0/ ()~ 22 T = PIp() + P2 + QG0 () + 200z +272) + RGO

d
@/ (x) — z72 d—i

=P@)ep(x) +P(x)z™" + Q(x)p*(x) + 2Q(x)p(x)z™ + z7%Q(x)
+ R(x)

Agrupando términos,

d
@/ (x) =272 é — P()p(x) — P(x)z — Q(x)p?(x) — 2Q(x)p(x)z — z%Q(x) — R(x)

=0
(9700 = PI9(x) — QP2 () = R(X))

+ <—z‘2 ;l—i —P(x)z71 - 2Q0(x)p(x)zt — Z_ZQ(X)) =0

Pero como ¢(x)es una solucion particular, se tiene que
(¢/G) = P@)9(x) — QX)p*(x) = R(x)) =0

Luego, la ecuacion se reduce a:

ESP. DANIEL SAENZ C Pagina 5



dz
_Z_z —_—

= Pz = 20(®)p()7 7 = 2720() = 0

d
—272 ==~ (P() + 20()0(0)z ™ = 272Q()

De donde

d
—+ (P() + 209 ()z = —Q(x)

Que es la ecuacion lineal a resolver

POR EJEMPLO. Encontrar la solucion de la ecuacion diferencial.

y/ = y?2— 2xy+ 1+ x?
Una solucién particular de la ecuacién dada es la funcién ¢@(x) = x,
ya que ¢/(x) =1, se tiene que
@/ (x) = @*(x) — 2xp(x) + 1 + x?
1=x2-2x%+ 1+ x?

1=2x%—-2x*+ 1

1=1
realizando el cambio de variable
y=x+ = de donde z= ——
z y—Xx
cetione ¥ o1 Ldz
e tiene. dx_ 22 dx
1 dz I 1 ,
— = oo = <x+—) — 2x(x+—)+1+ X
z4 dx z z
1 dz 5 1 5 1 5
— S =X +2x-+= — 2x"—2x-+1+x
z4 dx zZ Z z
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dz_
dx
z= —x+C
1
= —x+C
y—X

I=(y—-x)(—x+0)

1

—x+C BEAE
1

—x+C TE=Y
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ACTIVIDAD, Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales.

dy

1)—= y% 4+ 2y —15,sony = 3 como solucion particular.
dy
2) =—— y?—6xy =9x% -3,
) Y Xy X cony
= —3x como solucion particular
3)
dy

== y2+4+5xy—5 =0 ,cony =

5x como solucion particular

4)
Z—i = y>+4y—5 ,cony = —3 como solucion particular
dy , 2 2
Do TV TRy T ey
—2

= — como solucion particular
X
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